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Resumen

Este articulo presenta un andlisis de teoria de juegos aplicado al contexto
de las carreras de Formula 1, utilizando un modelo de juego de suma cero. El
objetivo principal de este estudio es construir un modelo de juego que captu-
re la interaccion estratégica entre dos pilotos en un entorno de competicién
automovilistica. En el articulo se demuestra la existencia y caracterizacién de
equilibrios de Nash en el juego construido, la caracterizacién de estos equi-
librios proporciona informacién valiosa sobre las estrategias éptimas que los
pilotos pueden adoptar durante una carrera de Formula 1. Ademads, para ana-
lizar el juego de manera més profunda, se introducen unas nuevas funciones
llamadas funciones contadoras; estas funciones desempenian un papel funda-
mental en la determinacién de las ganancias para cada piloto en funcién de las
estrategias elegidas. Al incorporar estas funciones, el modelo de juego captura
diversos factores, como tacticas de conduccién, caracteristicas del circuito y
habilidades del piloto, lo que mejora en cierta forma la precisién del andlisis.
Adicionalmente, se realizan simulaciones a pequeiia escala utilizando el mo-
delo de juego propuesto. Estas simulaciones ofrecen ilustraciones practicas de
cémo diferentes estrategias y acciones afectan el resultado de la carrera. Los
resultados obtenidos en las simulaciones contribuyen a una mejor comprensién
de la dindmica y toma de decisiones estratégicas en las carreras de Formula
1.

Palabras clave: Formula 1, teoria de juegos, juego de suma cero, equilibrio de
Nash, funciones contadoras.

1. Introduccion

La Férmula 1 es una de las competiciones automovilisticas mas prestigiosas y
emocionantes del mundo pues retine a los mejores pilotos, equipos y fabricantes de
automoviles. Desde su creacion en 1950, se ha distinguido por su mezcla tnica de
velocidad, tecnologia y rivalidad deportiva, donde cada carrera es un desafio tactico
en el que se toman decisiones cruciales, como la seleccién de neumaticos, la estrategia
de paradas en boxes y los adelantamientos estratégicos, con el objetivo de obtener



la ventaja necesaria para cruzar primero la linea de meta.

Dentro del contexto anterior la teoria de juegos resulta ser una herramienta util
para el analisis de las interacciones estratégicas entre los actores involucrados en
este deporte, ya que al considerar a los equipos y pilotos como jugadores racionales
que buscan maximizar sus propios resultados, podemos explorar como las decisiones
estratégicas individuales se entrelazan y afectan el resultado general de las carreras
y los campeonatos. En este articulo el estudio de las situaciones ya mencionadas,
lo haremos mediante el uso de modelos de juegos, como los juegos de suma cero y
los equilibrios de Nash, los cuales nos permitiran distinguir las estrategias éptimas
para los competidores tomando en cuenta factores como la configuracion del circuito,
comportamiento del piloto en pista y desempeno del auto.

Al ser este un trabajo introductorio comenzaremos presentando al lector tanto los
conceptos fundamentales de la teoria de juegos como los de la Férmula 1, esto para
una mayor comprensién de lo que pretendemos exponer, es importante mencionar
que solo haremos referencia a los conceptos que seran de nuestra utilidad en este
trabajo, aunque si el lector desea puede consultar, por ejemplo [1], [2] y [3] para un
mayor panorama de los temas aqui expuestos.

2. Preliminares

2.1. Fo6rmula 1

Como se ha hecho mencién en parrafos anteriores la Férmula 1 (F1) es un deporte
de alta exigencia, en el cual influyen demasiados factores, los cuales en conjunto
permiten la creacion de estrategias para poder tener un rendimiento satisfactorio a
lo largo de cada gran premio.

El campeonato mundial de F1, consta actualmente de 23 grandes premios, donde
cada uno de estos tiene la siguiente estructura:

» Précticas libres: Constan de tres sesiones (P1, P2 y P3) en las cuales, los
equipos y pilotos tienen sesiones para familiarizarse con el circuito, probar
configuraciones y ajustar sus autos antes de la carrera, estas practicas resultan
ser de gran utilidad para la creacién de estrategias, pues en ellas se recabaran
los datos adecuados para su formulacion.

» Clasificacién: Esta dividida en tres partes (Q1, Q2 y Q3), las cuales son rondas
de eliminacion donde cada piloto trata de registrar los mejores tiempos a su
alcance, estas sesiones determinan el lugar de salida en la carrera principal.

» Carrera sprint: No se realiza en todos los grandes premios, consta de una mini
sesion de aproximadamente 20 — 30 vueltas, cuando se lleva a cabo sirve para
determinar posicién de salida y una reparticién de puntos

» Carrera principal: Los pilotos compiten en una carrera que generalmente tiene
una distancia establecida o una duracion determinada, es durante esta etapa
donde se reparte el total de puntos de cada gran premio cuando no hay carrera
sprint.



Uno de los factores primordiales a tomar en cuenta es el rendimiento de los neumati-
cos, dentro de la F'1 los pilotos tienen a su disposicién los siguientes tipos:

s Slicks: Los neumaticos slicks son lisos y sin dibujo en la banda de rodadura.
Estan disenados para proporcionar la maxima superficie de contacto con la
pista, lo que permite un agarre 6ptimo y una mejor tracciéon en condiciones de
pista seca.

s Intermedios: Los neumaticos intermedios cuentan con un patrén de dibujo en
la banda de rodadura que ayuda a evacuar el agua en condiciones de lluvia
ligera o pistas mojadas. Proporcionan un mejor agarre que los slicks en estas
condiciones, pero no tanto como los neumaticos de lluvia extrema.

= Lluvia extrema: Los neumaticos de lluvia extrema tienen un dibujo profundo
y agresivo en la banda de rodadura para evacuar grandes cantidades de agua
en pistas muy mojadas o con lluvia intensa. Estos neumaticos proporcionan el
maximo agarre y control en condiciones de lluvia extrema.

Nosotros solo consideraremos a los neumaticos slicks, este tipo de neumaticos se
clasifican en funcién de su dureza y rendimiento, y se identifican mediante colores
especificos, dentro de los tipos de neumaticos slicks podemos encontrar:

» Neumaticos suaves (S): Son los neumdticos més blandos y ofrecen un mayor
rendimiento en cuanto a velocidad. Son adecuados para circuitos de baja abra-
sion y temperaturas mas bajas; tienen un rapido calentamiento y desgaste, pero
brindan un excelente rendimiento en distancias cortas.

» Neumaticos medios (M: Son una opcién intermedia entre los neuméticos blan-
dos y duros. Ofrecen un equilibrio entre agarre y durabilidad, y son adecuados
para una amplia variedad de condiciones de pista y temperaturas.

» Neumaticos duros (D: Son los neumadticos mas duros y duraderos, ofrecen
un menor agarre en comparacion con los neumaticos mas suaves, pero son
mas resistentes al desgaste; son adecuados para circuitos de alta abrasion y
temperaturas mas altas.

El modelamiento del desgaste de los neumaéticos es una labor ardua y complicada,
pues intervienen diversos factores fisicos tanto de la configuracién del circuito, como
del desempeno del piloto y del auto, si lo desea el lector puede consultar [6] para un
enfoque mas especializado de estas cuestiones.

Finalmente sera de nuestra utilidad conocer los movimientos que pueden hacer en
pista los pilotos, ya que para construir las estrategias estos seran importantes, pues
nos podrian brindar opciones para hipotéticos cambios de posiciones, los principales
movimientos son:

= Overtake: Sucede cuando un piloto logra superar y pasar al piloto que esté
delante de él en la pista.

= Undercut: El undercut es una estrategia en la que un piloto ingresa a boxes
antes que su oponente para cambiar neumaticos y realizar una parada en boxes



méas rapida. El objetivo es aprovechar el tiempo extra que el piloto pasa en
boxes para salir de los boxes con neuméticos frescos y una ventaja en pista
sobre el oponente, lo que le permite adelantarlo después de la parada en boxes.

» Overcut: El overcut es una estrategia contraria al undercut. En lugar de in-
gresar a boxes antes, el piloto se queda en pista durante un periodo de tiempo
mas largo antes de realizar la parada en boxes. El objetivo es aprovechar los
neumaticos desgastados del oponente y un posible trafico en pista para ganar
tiempo y salir de los boxes por delante del oponente después de la parada en
boxes.

De una manera muy general podemos decir que los factores ya mencionados, cons-
tituyen la base para la creacion de las estrategias que aqui trabajaremos, aunque es
importante mencionar que en la practica profesional intervienen ain mas y diversos
factores los cuales pueden ser mecéanicos, personales, etc., .. ..

2.2. Teoria de Juegos

La teoria de juegos formalizada en la década de 1940, por John von Neumann y
Oskar Morgenstern, es el analisis de modelos matematicos de situaciones de coope-
racién o de conflicto entre decisores o tomadores de decisiones llamados jugadores o
agentes, los cuales pueden ser individuos, empresas, grupos politicos, etc.

En este contexto a las situaciones de interaccion entre dos o mas jugadores que tie-
nen objetivos individuales y toman decisiones estratégicas les llamaremos juegos, y
estos estaran compuestos por:

» Jugadores: Son los participantes en el juego, quienes toman decisiones racio-
nales y buscan maximizar sus propios resultados.

» Estrategias: Son las diferentes opciones o acciones disponibles para cada juga-
dor en el juego, los jugadores las pueden elegir de forma pura (determinista)
o mixta (aleatoria).

» Pagos o utilidades: Representan los resultados o beneficios asociados a cada
combinacion de estrategias seleccionadas por los jugadores.

= Reglas: Establecen las restricciones y condiciones del juego.
Formalmente tenemos la siguiente:
Definicién 1 Un juego estratégico (o en forma normal) es una terna
G=({A,iel} {v,iel})

donde I ={1,2,...,n} es el conjunto de jugadores y para cada i € I:

w A; es el conjunto de acciones (o estrategias puras) del jugador i.



m v Ay X ... A, — R es la funcion de pago del jugador i.

En este articulo solo nos centraremos en el caso cuando los A; son todos finitos,
a estos tipos de juegos se les conoce como juegos finitos; también de acuerdo a la
interaccién entre los jugadores podemos distinguir entre juegos cooperativos y juegos
no cooperativos, donde los primeros seran aquellos juegos donde todos los jugadores
desean cooperar entre si para alcanzar un objetivo que, en algin sentido, sea benéfi-
co para todos ellos, mientras que en los segundos los jugadores actian de forma
independiente y solo les interesan sus objetivos individuales.

Podemos notar también de la definicién que la funcion objetivo v; de cada jugador ¢
depende en principio de las acciones de todos los jugadores (aunque puede ocurrir lo
contrario), por tal motivo no tiene sentido hablar de 6ptimos (méximos o minimos);
en esta teoria nosotros estaremos interesados de hablar de equilibrios, los cuales se
referirdn a situaciones en la cual ningin jugador tiene incentivos para cambiar su
estrategia dada la eleccion de los demas jugadores. Estos equilibrios representaran
una estabilidad en la toma de decisiones estratégicas y son de hecho un concepto
fundamental en el analisis de juegos.

Nosotros estaremos interesados principalmente en los equilibrios de Nash (EN), aun-
que existen otros tipos de equilibrios como los de Pareto (ver [3]).

Definicién 2 Sea G = (I,{A;,i € I},{v;,i € I}) un juego en forma normal, deci-
mos que a* = (aj,...,a:) € Ay X ... x A, es un equilibrio de Nash (EN) para G si,
para cada jugador i, a es la mejor respuesta del jugador i (o almenos una de ellas)
a las estrategias de los otros n — 1 jugadores (ay,...,a; 1,05 ,4,...,a), i.e,

vi((al,...,a;_j,a;a;,,...,ay)) > v((al,...,a;_q, 05,07 4, ... an)),Va; € A;

Dicho de otro modo, a es solucion a la ecuacion

[Ilfleéjivi((a’{, ey G, Gy Gy, )

Dado un juego G la existencia de EN depende de algunas condiciones las cuales no
discutimos aqui, pero al lector interesado en abordar estas cuestiones se le sugiere,
por ejemplo, ver [1] y [3].

Dentro de nuestro analisis estaremos interesados en la siguiente clase de juegos.
Definicién 3 Sea G = ({1,2},{A, B},{v1,v2}) un juego en forma normal, decimos
que G es un juego de suma cero Si:

v1((a, b)) + v2((a,b)) = 0,V(a,b) € Ax B

Estos juegos son cominmente utilizados para analizar situaciones competitivas don-
de los jugadores compiten por una cantidad fija de recursos o un objetivo en comun,
y cualquier ganancia o pérdida es distribuida entre ellos de manera inversa.

Definicién 4 Sea G = ({1,2},{A, B}, {v1,v2}) un juego de suma cero, con A =
{a1,...,a,}, B ={b1,...,b,) Definimos la matriz de pago de G como
ari1 ... Aim
V =

Ap1 -+ Anpm



Donde a; j = vi(a;,b;) = —va(a;, bj)

Podemos notar que para juegos de suma cero, toda la informacién del juego esta
contenida en la matriz de pagos.

El siguiente resultado nos sera de mucha utilidad para poder calcular EN en juegos
de suma cero.

Proposicién 1 Sea G = ({1,2},{A, B}, {vi,v2}) un juego de suma cero, y sea
v(a,b) = vi(a,b) = —v9(a,b). Entonces (a*,b*) es un equilibrio de Nash ssi (a*,b*)
es un punto silla, 1.e,

v(a,b*) <wv(a*,b") <wv(a*,b), V(a,b) € AyB

La demostracién del resultado anterior se puede consultar en [7] o [8].

3. Construccién del juego

3.1. Consideraciones

Para la construccion tendremos en cuenta los siguientes factores:

» Configuracién de la pista: Nosotros estaremos interesados en trabajar en cir-
cuitos donde sea muy dificil realizar overtakes en condiciones normales, ya que
esto reduce a pensar la estrategia solo en base a las paradas en pits, undercuts,
overcuts y conservacion de los neumaticos; podran darse overtakes, pero es-
tos ocurriran cuando un piloto decide simplemente ceder, al contar con menos
ritmo de carrera. Para poder seleccionar a los circuitos compatibles con este
modelo, tenemos el siguiente:

Pista P.O
Hockenheimring 49.5
Interlagos 48.2
Portimao 46.5
Sakhir 44.5
Miami 44.0
Sakhir - 2 44.0
Austin 39.8
Losail 39.0
Spa 38.4
Yas Marina - 2021 | 38.0
Baku 37.6
Shangai 37.0
Monza 35.0
Paul Ricard 34.8
Suzuka 31.8




Red Bull Ring | 31.0
Melbourne 31.0
Istanbul Park | 29.5

Jeddah 28.5
Sepang 27.0
Sochi 27.0
Silverstone 26.7
Catalunya 26.5

Nurburgring 25.0
Hungaroring 25.0

Montreal 25.0
Zandvoort 23.0
Yas Marina 22.3
México 22.0
Imola 19.7
Marina Bay 19.5
Mugello 18.0
Melbourne 5.0

Monaco 4.0

Cuadro 1: Promedio de overtakes por circuito en la F1, de la temporada 2017 a la
temporada 2022 (en verde los circuitos corridos en 2022).

Podemos notar del grafico anterior, que al tomar como limite los 25 overtakes
en promedio, consideraremos como compatibles los siguientes circuitos:

Monaco Melbourne
Mugello Marina Bay
México Imola

Yas Marina | Zandvoort
Montreal | Hungaroring
Nurbugring

Cuadro 2: Circuitos compatibles con el modelo.

= Tiempo y neumatico privilegiado: En cada uno de los circuitos anteriores,
tomaremos como tiempo privilegiado, al que le toma al mejor coche en pista
dar una vuelta completa al circuito con neumaticos suaves, asi podremos medir
pérdidas de tiempo en comparacion a este, de igual forma nuestra referencia
para los neumaticos seran los suaves (al ser los mas rapidos) y de entrada en
tiempos, los otros tipos de gomas presentaran una desventaja inicial.

» Degradaciéon de los neumaticos: Supondremos que los neumaticos se degradan
de forma "uniforme” y ”gradual” con respecto a la cantidad de vueltas dadas,



3.2.

el desgaste lo mediremos en base al tiempo que se pierde en dar una vuelta,
con respecto al tiempo privilegiado.

Clima y paradas en pits: Se supondra a lo largo de toda la carrera que el clima
es apto para el uso exclusivo de los neumaticos suaves, medios y duros, de esta
forma evitamos el uso de neumaticos de lluvia. De igual forma supondremos
que la duracién en tiempo de las paradas en pits para cada equipo son iguales
y de primera instancia cada piloto solo realizara una tnica para en pits.

Coche de seguridad: De momento en esta primera construcciéon no tomaremos
en cuenta la apariciéon de algiin coche de seguridad durante la carrera, es decir,
los pilotos en pista tienen probabilidad 0 de tener un incidente.

Reglamentacién oficial: Por reglamento oficial de la competencia, cada piloto
esta obligado a realizar al menos una parada en boxes y ocupar dos compuestos

diferentes de neumaticos, por lo tanto, quedan descartadas las combinaciones
SS, DD, MM.

Formalizaciéon

Para nuestra construccion inicial, consideraremos tinicamente una carrera con dos
pilotos, bajo las consideraciones anteriormente hechas y suponiendo adicionalmente
que ambos tienen un comportamiento idéntico en pista y coches de igual rendimiento;
dicho esto formalmente tendremos el juego:

G = ({1,2}, A, {us,us})

Donde
A:Al XAQ
Con
A, =BxC,i=1,2
y

B = {SD, DS, SM,MS, MD, DM}
C={1,...,T —1}, T = Total de vueltas del circuito

-fi— fil sifi> f;
V; = ‘fz — f]‘ Si fj > fl ,i:1,2
0 si f, = fj

Con fi, k =1,2 como se definen a continuacién.

Definicién 5 Para el jugador k, k = 1,2, definimos su funcion contadora fi, : A —
R como:

ful((xx, %)) = B+ VO + (N — W)+ pd+ (T — (N +p))y + ¢



Donde:
- 8 = Tiempo en pits.
o - 0 si el primer compuesto elegido es el suave
n c.c
—n = Perdida por vuelta con respecto al neumdtico suave.
- U= Vuelta a partir de la cual se comienza a desgastar el primer compuesto elegido.
- a= Factor de desgaste del primer compuesto elegido.
B { 0 si el sequndo compuesto elegido es el suave
P ¢ oce
—p = Vuelta a partir de la cual se empieza a degradar el seqgundo neumdtico.
5= { 0 si el sequndo compuesto elegido es el suave
n c.c
—~= Factor de desgaste del sequndo compuesto elegido.
- N = Vuelta de entrada a pits, con N <T — p

- T = Total de vueltas
0si” k7 arranca en primera posicion

| 0.8si 7 k7 arranca en sequnda posicion
anterior, tenemos la siguiente

-€ Para complementar a la definicién

Observacion 1 » Sin perdida de generalidad para tener bien definido a n pode-
mos considerar que el neumdtico suave pierde O seq. por vuelta con respecto a
el mismo.

» N(T,p,%), es decir, N depende del total de vueltas del circuito y de la eleccion
de neumdticos, de hecho de la definicion tenemos que N debe satisfacer N <
T—p

= En la defincion del juego, B corresponde a la eleccion de meumdticos para la
carrera, mientras que C' corresponde a la vuelta de entrada a pits, por el punto
anterior podriamos poner aun mdads consideraciones al conjunto C', pero estas
las podemos obuviar de momento.

= Los pardametros presentes en las funciones contadoras son obtenidos por los
equipos mediante simulaciones o durante las etapas de clasificacion de los gran-
des premios.

De toda la construccion anterior podemos notar que tenemos un juego de suma cero,
finito, no cooperativo con estrategias puras.

3.3. Ejemplo

A continuacion presentamos el siguiente ejemplo, donde estudiamos un modelo
especifico.
Cicuito: Ménaco.
Teniendo los siguientes datos:
-T =178
- B = 25 segs.
- Neumaticos sugeridos: Suave y duro.
Neumatico suave:



- 10 vueltas para comenzar a desgastarse.

- A partir de la decima vuelta se pierde 1 seg. por vuelta.

- Uso recomendado de 20 a 30 vueltas.

Neumatico duro:

- Uso recomendado de 30 a 60 vueltas.

- 20 vueltas para comenzar a desgastarse.

- En buen estado 0.7 segundos mas lento por vuelta con respecto al neuméatico suave.
- En estado deteriorado 1.4 segundos mas lento por vuelta con respecto al neumatico
suave.

Bajo las condiciones anteriores un jugador ”racional” toma

20 < N <60

En este ejemplo, por cuestiones de simplicidad nosotros tomaremos N € {20, 30, 50,60}
De todos los datos anteriores se obtienen los pardmetros para las funciones conta-
doras, mas ain, note que en este caso por las sugerencias hechas podemos tomar a
nuestros espacios de acciones como

Ai:BXC,i:1,2
con B = {SD, DS} y C = {20, 30,50, 60}.

Ahora dado que nuestro juego considera la posicion de salida, sin pérdida de gene-
ralidad, podemos suponer que el jugador 1 arranca primero, asi se tiene:

fi=25+U0+ (N —W)a+pd+ (T — (N +p))y
Para el jugador 2:
fo=25+T0+ (N —Wa+ps+ (T —(N+p)y+03

Primeramente, obtenemos la siguiente tabla la cual muestra la relacién de las fun-
ciones contadoras de los jugadores

Jugador 2 SD20 SD30 DS50 DS60
Jugador 1
SD20 (102.2, 102.5) | (102.2 , 98.5) | (102.2, 99.3) | (102.2, 103.3)
SD30 (98.2,102.5) | (98.2,98.5) | (98.2,99.3) | (98.2, 103.3)
DS50 (99, 102.5) | (99,985) | (99,99.3) | (99, 103.3)
DS60 (103, 102.5) | (103, 98.5) | (103,99.3) | (103, 103.3)

Cuadro 3: Relacion de las funciones contadoras de los jugadores.

De aqui se deduce la matriz de pagos de nuestro juego, la cual estard dada por

SD20 SD30 DS50 DS60

sD20[ 03 —37 -29 11
y_ SD30| 43 03 11 51
DS50| 35 —05 03 43
DS60| —05 —51 —43 03

10




Ahora, nos gustaria ver si nuestro juego cuenta con EN, nosotros afirmamos que
(SD30,5D30) es un EN, en efecto, por la proposicién 1 basta ver que (SD30,.5D30)
es un punto silla de v(a, b) = vi(a,b) = —vq(a,b), para ello note que

01(SD20,SD30) = —3,7 < 0,3 = v,(SD30, SD30)

v1(DS50,5D30) = 0,5 < 0,3 = v1(SD30, SD30)
01(DS60,SD30) = —5,7 < 0,3 = v1(SD30, SD30)

También
v1(SD30,SD30) = 0,3 < 4,3 = v;(SD30, SD20)

v (SD30,SD30) = 0,3 < 1,1 = v;(SD30, DS50)
v (SD30,5D30) = 0,3 < 5,1 = v1(SD30, DS60)

Asi pues, de lo anterior se tiene lo afirmado.

Podemos observar que el EN encontrado, esta relacionado con la estrategia donde
el valor de las funciones contadoras fue el menor para ambos jugadores, es decir, la
estrategia en donde se eligieron los neumaéticos y entrada en pits de tal suerte que
menos tiempo se perdiera para completar la carrera, mas ain, podemos notar que la
eleccién de esta estrategia estd ligada también a la proteccion de posibles undercuts,
overcuts y overtakes que el adversario podria realizar.

Como hemos podido notar, nuestro juego recae mucho en el uso de las funciones
contadoras, culminamos esta subseccion mostrando otro uso que le podemos dar a
estas funciones. Realizando truncamientos por cada vuelta a las funciones contado-
res podemos de cierto modo "simular” la carrera, por ejemplo, supongamos que el
jugador 1 elige SD20 y el jugador 2 elige SD30, en este caso tenemos el siguiente
grafico:

100
20

60

TIEMPO

40

20

1 3 5 7 % 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 53 &1 63 65 67 63 71 73 75 77
VUELTAS

Figura 1: Simulacién de (SD20, SD30).
Es de esperarse que entre mas tiempo pierda el jugador en un cierto lapso de la

carrera, mas lento se movié por el circuito, observando el grafico podriamos decir
lo siguiente entre la vuelta 29-31 el jugador 1 realizo un undercut al jugador 2, el

11



cual solo pudo mantener hasta la vuelta 43-47, después de la vuelta 49 el jugador
2 comenz6 a liderar la carrera (se dio un overtake por desgaste, recordemos que un
jugador racional permite este overtake, pues el mantener la posicién podria provocar
un mayor desgaste o un incidente) y asi se mantuvo hasta el final.

Presentamos a continuacién otro ejemplo, el cudl corresponde a nuestro EN; i.e, a
(SD30,SD30)

120

TIEMPO
=1

40 5D30 SD30

[+]
1 35 7 3 111315171921232527293133353739414345474951535557596163656763 71737577

VUELTAS

Figura 2: Simulacién de (SD30, SD30).

Podemos notar que en este caso la diferencia a lo largo de la carrera, entre el tiempo
perdido del jugador 1 y del jugador 2 es indistinguible y se mantiene a lo largo del
total de vueltas.

Finalmente presentamos la simulacién de (SD30, DS60), en este caso podemos notar
que el jugador 2 opta por una estrategia de resistencia, pues lleva al limite a sus
neumaticos, usualmente las estrategias de resistencia se dan para buscar overcuts,
como podremos notar en este caso, el jugador 2 intenta el overcut en la vuelta 30-31,
pero no lo pudo mantener, ya que en la vuelta 59-61 el jugador 1 recupero el liderato
y lo mantuvo hasta el final de la carrera.

TIEMPO
3

1 3 5 7 9 1113 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77
VUELTAS

Figura 3: Simulacién de (SD30, DS60).
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4. Caracterizacion de los Equilibrios de Nash

En el ejemplo presentado, vimos que el EN encontrado esta en estrecha relacion
con las estrategias donde las respectivas funciones contadoras tienen su minimo
valor, esta relaciéon no es una casualidad, presentamos a continuacion el siguiente
resultado.

Proposicién 2 (Caracterizacion de los Equilibrios de Nash)

Sea G el juego definido en la subseccion 3.2, entonces fi(a*) < fi(a), Ya € Ay y
f2(b*) < fo(b), Vb € Ag siy sdlo si (a*,b*) es un EN para G.

Demostracion.-

=) Dado que G es un juego de suma cero, por la proposicion 1 solo es necesario
verificar que (a*,b*) es un punto silla. Pongamos

v(a,b) =vi(a,b) = —va(a,b), Y(a,b) € Ay x Ay

Y sea (a,b) € Ay X Ay arbitrario, procedemos por casos, se tiene:
Caso 1:

fila®) < fo(b7) < fila) < fo(b) ... (1)
Notemos que fi(a*) < fo(b*) v f2(b*) < fi(a), luego por la definicion de vy se sigue

que
vi(a”,b") = 0 y vi(a, b)) <0

De donde
v(a,b”) <wv(a*,b")...(2)

También de (1) se tiene
|f1(a") = fa(0)] < [ fi(a®) = f2(D)]
y como fi(a*) < fo(b*) < fo() ... (1) de esto y la definicion de vy se sique que
vi(a®,b*) < vy(a*,b) = v(a*,b*) < v(a,b)...(3)

Asi de (2) y (3) podemos concluir este caso.
Caso 2:

fi(a®) < fi(a) < fo(b%) < fo(b) ... (4)
Como fi(a®) < fula) < folb), se sigue que

|f1(a) = f2(07)| < | fi(a®) — fo(b7)]
Luego de la definicion de v, se deduce
vi(a,b%) < vi(a*,b%) = v(a,b*) < v(a*,b). .. (5)
Ahora de (4) notamos que fi(a*) < fo(b*) < fo(b), luego
|fi(@®) = f0)] < [fi(a”) = f(b)| = vi(a”,b") < wi(a”,b)

Y se sique que
v(a*,b*) <w(a*,b)...(6)
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Luego de (5) y (6) podemos concluir este caso.

La prueba de los siguientes casos es andloga a la realizada en los casos 1y 2
Caso 3: fi(a*) < fo(b%) < f2(b) < fi(a)

Caso 4: f>(b") < fa(b) < fi(a”) < fi(a)

Caso 5: fo(b") < fi(a”) < f2(b) < fa(a)

Caso 6: f>(b") < fi(a®) < fi(a) < fo(b)

Asi pues por lo anteriormente probado podemos concluir que
v(a*,b) <wv(a*,b*) <wv(a,b"), V(a,b) € Ay X Ay

Y por lo tanto (a*,b*) es un EN.

<) Procedemos por contradiccion, para ello supongo que exiten | € Ay, d € Ay tales
que fi(l) < fi(a®) y fa(d) < fo(b*), se tienen los siguientes casos:

Caso 1:

Sill) < fi(a®) < fa(d) < f2(b")
Es fdacil ver que
£10) = R07)| > fila”) = (57
luego como fi(l) < fo(b*) y fi(a*) < fo(b*) de la definicion de vy, se sigue que
v1(1,0%) > v (a”™, ") ... (7)
pero al ser (a*,b*) EN
v1(a*,b*) > v (1,0%) ... (8)

luego de (7) y (8) tenemos
Ul(l,b*> > Ul(l,b*)

lo cual es una contradiccion.
Caso 2:

fa(d) < fi(l) < fo(b") < fi(a")

Observemos que si fi(l) = fo(b*) entonces fo(b*) < fi(a*) asi vi(a*,b*) < 0 y
v1(l,0*) = 0 de donde
v1(1,6%) > v (a*,b%)

y de forma similar al caso 1, llegamos a una contradiccion.
Ahora si fi1(1) < f2(b*) se puede ver que vi(1.b*) > 0 y vi(a*,b*) <0, luego

v1(1,0%) > vy (a”, b")

y llegamos a una contradiccion.
Un razonamiento andlogo lo ocupamos cuando fo(b*) = fi(a*) y fo(b*) < fi(a*).
Caso 3:

fa(d) < fo(07) < fil) < fr(a?)

Notemos que

|f2(0%) — fi(a®)] > [ f2(0") — fi(D)] = —[fo(0") — fi(a®)| < —[f2(0") — fr(D)] ... (9)
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y como fo(b*) < fi(l) y f2(b*) < fi(a*) de esto, de (9) y de la definicion de vy se
SIGUe que:

v (1, %) > vy (a*,b%)

lo cual nos conduce a una contradiccion.

Finalmente tenemos los siquientes

Caso 4: f1(l) < fa(d) < fi(a*) < fo(0")

Caso 5: fo(d) < fi(l) < f2(b") < fi(a”)

Caso 6: fi(l) < fa(d) < f2(b") < fi(a®)

Caso 7: todos los posibles reacomodos de los anteriores casos, manteniendo las des-
wgualdades permaitidas.

Estos casos los podemos analizar de forma completamente andloga a los ya he-
chos, llegando en todos a una contradiccion, asi pues podemos concluir que no
existen | € Ay, d € Ay tales que fi(l) < fi(a*) y fo(d) < fao(b*), de donde
fi(a*) < fi(a),Ya € Ay y fo(b*) < fa(b),¥b € Ay como se queria probar O]

Probaremos a continuacién que para nuestro juego siempre existen E N, se tiene la
siguiente

Proposiciéon 3 (Existencia de Equilibrios de Nash)

Sea G el juego definido en la subseccion 3.2, entonces G tiene al menos un Equilibrio
de Nash.

Demostracion.-

Por la propocision 2, basta encontrar a* € Ay, b* € Ay tales que fi1(a*) < fi(a),Va €
A1y f2(b%) < fa(b), Vb € Ag, pero esto se sigue inmediatamente de notar que Im( f;)
es finita, para i = 1,2, luego existe ¢; € Im(f;) tal que ¢; < l;, ¥ l; € Im(f;), de
donde se deduce rapidamente lo que queriamos [1.

Asi de los dos resultados aqui presentados podemos notar que, para este juego, toda
la informacion estard contenida en las funciones contadoras.

5. Generalizaciones

La construccién dada en la subseccion 3.2 la podemos generalizar de la siguiente
forma:

= Diferente rendimiento de pilotos y autos: En este caso tendremos una cons-
truccién en completo andloga a la ya hecha, solo tendremos cambios en los
parametros de las funciones contadoras, pues en este caso estos parametros
seran posiblemente diferentes para cada piloto.

= Dos entradas a pits: En este caso tendremos
G = ({1, 2}, A, {ul, Ug})

Donde
A= Al X AQ
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Con
Ai=BxCxD,i=1,2

y

B ={SMD,MDS,SMS,...}

C={1,...,%]}

D={[Z]+1,...,T}, T =Total de vueltas del circuito.

- |gi — g5l sigi>g;
v; = lgi —g;|  sigj>g ,i=12
0 Si g = gj

Las funciones g se pueden definir a partir de las funciones f; de la primer
construccion.

Para este juego B se referirda a la eleccion ordenada de neuméticos, C' a la
primer entrada en pits y D a la segunda entrada en pits.

= Coche de seguridad: La posible aparicion de algin coche de seguridad en el
transcurso de la carrera, puede afectar directamente la estrategia de paradas
en pits. De cada pista se pueden obtener probabilidades de aparicién del coche
de seguridad en distintos intervalos de la carrera, luego estas probabilidades
se pueden asociar a estrategias mixtas (para una explicacién méas detallada de
juegos en estrategias mixtas ver [1]) para el juego aqui construido, un ejemplo
de un juego en estrategias mixtas aplicado al contexto de la F1 se puede
consultar en [9].

6. Conclusiones

En este estudio, se ha construido un modelo de juego de suma cero para simular
una carrera de Férmula 1, y se han caracterizado los Equilibrios de Nash (EN) de
dicho juego. A través de este enfoque, hemos logrado analizar las estrategias éptimas
que los corredores pueden adoptar durante la competencia, considerando la interac-
cion estratégica entre ellos.

Sin embargo, es importante destacar que nuestro modelo tiene ciertas limitaciones y
simplificaciones. Por ejemplo, no hemos considerado factores como las estrategias de
adelantamiento (puede consultar [10] para un enfoque de este tipo), los efectos de
la estrategia de pits o la interaccion con otros corredores rezagados. Estas limitacio-
nes brindan oportunidades para investigaciones futuras, donde se puede enriquecer
el modelo con elementos adicionales para capturar atin mas la complejidad de las
carreras de Férmula 1.

En resumen, este estudio ha proporcionado una visién interesante sobre la aplica-
cion de la teoria de juegos a las carreras de Férmula 1, construyendo un juego de
suma cero y caracterizando los EN. Estos hallazgos contribuyen al entendimiento
de la estrategia en las competencias de alto nivel y abren nuevas perspectivas para
futuras investigaciones en este emocionante campo de estudio.
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